
新微分積分Ⅰ改訂版 

4 章 積分の応用  

 

 

§2 いろいろな応用（p.132～p.146） 

問１ 求める図形の面積を𝑆とする. 

（１）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 4𝑡 

0 < 𝑡 < 1において, 4𝑡 > 0で, 

符号は一定であるから 

𝑆 = ∫ |𝑡(1 − 𝑡) ∙ 4𝑡|𝑑𝑡
1

0

 

= 4 ∫ |𝑡2(1 − 𝑡)|𝑑𝑡
1

0

 

0 ≦ 𝑡 ≦ 1において, 𝑡2(1 − 𝑡) ≧ 0であるから 

𝑆 = 4 ∫ 𝑡2(1 − 𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

= 4 ∫ (𝑡2 − 𝑡3)𝑑𝑡
1

0

 

= 4 [
1

3
𝑡3 −

1

4
𝑡4]

0

1

 

= 4 (
1

3
−

1

4
) =

𝟏

𝟑
 

（２）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑎 sin 𝑡 

0 < 𝑡 < 𝜋において, −𝑎 sin 𝑡 < 0で, 符号は一定. 

また, この半円は𝑦軸に関して対称だから 

𝑆 = 2 ∫ |𝑎 sin 𝑡 (−𝑎 sin 𝑡)|𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2 ∫ |−𝑎2 sin2 𝑡|𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

0 ≦ 𝑡 ≦ 𝜋において, −𝑎2 sin2 𝑡 ≦ 0であるから 

𝑆 = 2 ∫ 𝑎2 sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2𝑎2 ∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2𝑎2 ∙
1

2
∙

𝜋

2
=

𝟏

𝟐
𝝅𝒂𝟐 

 

問２ 求める曲線の長さを𝑙とする. 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑎 sin 𝑡 ,   

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑎 cos 𝑡 

よって 

𝑙 = ∫ √(−𝑎 sin 𝑡)2 + (𝑎 cos 𝑡)2𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∫ √𝑎2 sin2 𝑡 + 𝑎2 cos2 𝑡 𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∫ √𝑎2(sin2 𝑡 + cos2 𝑡)𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∫ √𝑎2𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∫ |𝑎|𝑑𝑡
2𝜋

0

 

= ∫ 𝑎 𝑑𝑡
2𝜋

0

  ※𝑎 > 0 より 

= [
~
𝑎𝑡
~

]
0

2𝜋

= 𝟐𝝅𝒂 

（２）
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑒𝑡 cos 𝑡 − 𝑒𝑡 sin 𝑡 = 𝑒𝑡(cos 𝑡 − sin 𝑡) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑒𝑡 sin 𝑡 + 𝑒𝑡 cos 𝑡 = 𝑒𝑡(sin 𝑡 + cos 𝑡) 

よって 

𝑙 = ∫ √{𝑒𝑡(cos 𝑡 − sin 𝑡)}2 + {𝑒𝑡(sin 𝑡 + cos 𝑡)}2𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= ∫ √𝑒2𝑡 ∙ 2(cos2 𝑡 + sin2 𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= ∫ √2𝑒2𝑡𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= ∫ √2𝑒𝑡𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= √2 [
~
𝑒𝑡

~
]

0

𝜋
2

 

= √2 (𝑒
𝜋
2 − 𝑒0) = √𝟐 (𝒆

𝝅
𝟐 − 𝟏) 

 

問３ 求める体積を𝑉とする. 

 

 

 

 

0 < 𝑡 < 𝜋において,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑎 sin 𝑡 < 0 で,  



符号は一定である. 

また, この半円は𝑦軸に関して対称だから 

𝑉 = 2𝜋 ∫ (𝑎 sin 𝑡)2|−𝑎 sin 𝑡|𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2𝜋 ∫ 𝑎3 sin3 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2𝜋𝑎3 ∫ sin3 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2𝜋𝑎3 ∙
2

3
=

𝟒

𝟑
𝝅𝒂𝟑 

 

問４ 求める体積を𝑉とする. 

 

 

 

 

 

 

0 < 𝑡 < 1 において,   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 2𝑡 > 0 で符号は一定. 

𝑉 = 𝜋 ∫ (1 − 𝑡)2|2𝑡|𝑑𝑡
1

0

 

= 2𝜋 ∫ 𝑡(1 − 𝑡)2𝑑𝑡
1

0

 

= 2𝜋 ∫ (𝑡3 − 2𝑡2 + 𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

= 2𝜋 [
1

4
𝑡4 −

2

3
𝑡3 +

1

2
𝑡2]

0

1

 

= 2𝜋 (
1

4
−

2

3
+

1

2
) 

= 2𝜋 ∙
1

12
=

𝝅

𝟔
 

 

問５ 

（１）𝑥 = 2 ∙ cos
𝜋

3
 

= 2 ∙
1

2
= 1 

𝑦 = 2 ∙ sin
𝜋

3
 

= 2 ∙
√3

2
= √3 

よって, (𝟏 ,   √𝟑) 

（２）𝑥 = √3 ∙ cos 𝜋 

= √3 ∙ (−1) = −√3 

𝑦 = √3 ∙ sin 𝜋 

= 2 ∙ 0 = 0 

よって, (−√𝟑 ,   𝟎) 

 

（３）𝑥 = 4 ∙ cos
3

2
𝜋 

= 4 ∙ 0 = 0 

𝑦 = 4 ∙ sin
3

2
𝜋 

= 4 ∙ (−1) = −4 

よって, (𝟎 , −𝟒) 

 

問６ 

（１）𝑟 = √(√3)
2

+ 12 

= √4 = 2 

また,   cos 𝜃 =
√3

2
 ,   sin 𝜃 =

1

2
より,   𝜃 =

𝜋

6
 

よって,   (𝟐,   
𝝅

𝟔
) 

 

（２）𝑟 = √12 + (−1)2 

= √2 

また,   cos 𝜃 =
1

√2
 ,   sin 𝜃 = −

1

√2
より,   𝜃 = −

𝜋

4
 

よって,   (√𝟐,   −
𝝅

𝟒
) ,   または,   (√𝟐 ,   

𝟕

𝟒
𝝅) 

 

（３）𝑟 = √(−√3)
2

+ (−1)2 

= √4 = 2 

また,   cos 𝜃 = −
√3

2
 ,   sin 𝜃 = −

1

2
より,   𝜃 =

7

6
𝜋 

よって,   (𝟐,   
𝟕

𝟔
𝝅) ,   または,   (𝟐,   −

𝟓

𝟔
𝝅) 

 

問７ 

（１）任意の𝜃について, 𝑟 = 3であるから,  

原点を中心とする半径3の円を表す. 

 



 

 

 

 

 

 

 

（２）任意の𝑟(≧ 1)について,   𝜃 =
𝜋

4
であるから,    

原点を通り𝑥軸の正の向きとのなす角が
𝜋

4
である 

半直線を表す. ただし, 𝑟 ≧ 1であることに注意. 

 

 

 

 

 

 

問８ 

（１）𝜃のいろいろな値に対する𝑟の値を求めると 

 

𝜃 0 
𝜋

6
 

𝜋

4
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

2𝜋

3
 

3𝜋

4
 

5𝜋

6
 𝜋 

𝑟 
0 

1

6
 

1

4
 

1

3
 

1

2
 

2

3
 

3

4
 

5

6
 1 

0 0.17 0.25 0.33 0.50 0.67 0.75 0.83 1 

 

𝜃 
7𝜋

6
 

5𝜋

4
 

4𝜋

3
 

3𝜋

2
 

5𝜋

3
 

7𝜋

4
 

11𝜋

6
 2𝜋 

𝑟 

7

6
 

5

4
 

4

3
 

3

2
 

5

3
 

7

4
 

11

6
 2 

1.17 1.25 1.33 1.50 1.67 1.75 1.83 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（２）𝜃のいろいろな値に対する𝑟の値を求めると 

 

𝜃 0 
𝜋

6
 

𝜋

4
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

2𝜋

3
 

3𝜋

4
 

5𝜋

6
 𝜋 

𝑟 0 
1

2
 1 

3

2
 2 

3

2
 1 

1

2
 0 

𝜃 
7𝜋

6
 

5𝜋

4
 

4𝜋

3
 

3𝜋

2
 

5𝜋

3
 

7𝜋

4
 

11𝜋

6
 2𝜋 

𝑟 
1

2
 1 

3

2
 2 

3

2
 1 

1

2
 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

問９ それぞれの図形の面積を𝑆とする. 

（１）𝑆 =
1

2
∫ 𝑟2𝑑𝜃

𝜋

𝜋
2

 

=
1

2
∫ 4𝜃2𝑑𝜃

𝜋

𝜋
2

 

= 2 ∫ 𝜃2𝑑𝜃
𝜋

𝜋
2

 

= 2 [
1

3
𝜃3]

𝜋
2

𝜋

 

=
2

3
{𝜋3 − (

𝜋

2
)

3

} 

=
2

3
(𝜋3 −

𝜋3

8
) 

=
2

3
∙

7

8
𝜋3 =

𝟕

𝟏𝟐
𝝅𝟑 

（２）𝑆 =
1

2
∫ 𝑟2𝑑𝜃

𝜋

0

 

=
1

2
∫ (𝑒−𝜃)

2
𝑑𝜃

𝜋

0

 

=
1

2
∫ 𝑒−2𝜃𝑑𝜃

𝜋

0

 

=
1

2
[−

1

2
𝑒−2𝜃]

0

𝜋

 

= −
1

4
(𝑒−2𝜋 − 𝑒0) 

= −
1

4
(𝑒−2𝜋 − 1) 

=
𝟏

𝟒
(𝟏 − 𝒆−𝟐𝝅) 

 



（３）求める面積は,   曲線と,   𝜃 = 0,   𝜃 =
𝜋

4
で囲まれた 

部分の面積の８倍であるから 

𝑆 = 8 ∙
1

2
∫ 𝑟2𝑑𝜃

𝜋
4

0

 

= 4 ∫ (sin 2𝜃)2𝑑𝜃

𝜋
4

0

 

= 4 ∫ sin2 2𝜃 𝑑𝜃

𝜋
4

0

 

2𝜃 = 𝑡とおくと,   2𝑑𝜃 = 𝑑𝑡より,   𝑑𝜃 =
1

2
𝑑𝑡 

また, 𝜃と𝑡の対応は 

𝜃 0 → 
𝜋

4
 

𝑡 0 → 
𝜋

2
 

よって 

𝑆 = 4 ∫ sin2 𝑡 ∙
1

2
𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2 ∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2 ∙
1

2
∙

𝜋

2
=

𝝅

𝟐
 

 

問 10 それぞれの曲線の長さを𝑙とする. 

（１）𝑟′ = cos 𝜃 − sin 𝜃であるから 

𝑟2 + (𝑟′)2 = (sin 𝜃 + cos 𝜃)2 + (cos 𝜃 − sin 𝜃)2 

= sin2 𝜃 + 2 sin 𝜃 cos 𝜃 + cos2 𝜃 

+ cos2 𝜃 − 2 cos 𝜃 sin 𝜃 + sin2 𝜃 

= 2(sin2 𝜃 + cos2 𝜃) 

= 2 

よって 

𝑙 = ∫ √𝑟2 + (𝑟′)2𝑑𝜃

3
4

𝜋

−
𝜋
4

 

= ∫ √2𝑑𝜃

3
4

𝜋

−
𝜋
4

 

= √2 [
~
𝜃
~

]
−

𝜋
4

3
4

𝜋

 

= √2 {
3

4
𝜋 − (−

𝜋

4
)} 

= √2 ∙ 𝜋 = √𝟐𝝅 

（２）𝑟′ = 3 sin2
𝜃

3
∙

1

3
cos

𝜃

3
= sin2

𝜃

3
cos

𝜃

3
であるから 

𝑟2 + (𝑟′)2 = (sin3
𝜃

3
)

2

+ (sin2
𝜃

3
cos

𝜃

3
)

2

 

= sin6
𝜃

3
+ sin4

𝜃

3
cos2

𝜃

3
 

= sin4
𝜃

3
(sin2

𝜃

3
+ cos2

𝜃

3
) 

= sin4
𝜃

3
 

よって 

𝑙 = ∫ √𝑟2 + (𝑟′)2𝑑𝜃
3𝜋

0

 

= ∫ √sin4
𝜃

3
𝑑𝜃

3𝜋

0

 

= ∫ |sin2
𝜃

3
| 𝑑𝜃

3𝜋

0

 

= ∫ sin2
𝜃

3
𝑑𝜃

3𝜋

0

 ※ sin2
𝜃

3
≧ 0 より 

𝜃

3
= 𝑡とおくと,   

1

3
𝑑𝜃 = 𝑑𝑡より,   𝑑𝜃 = 3𝑑𝑡 

また, 𝜃と𝑡の対応は 

𝜃 0 → 3𝜋 

𝑡 0 → 𝜋 

よって 

𝑙 = ∫ sin2 𝑡 ∙ 3𝑑𝑡
𝜋

0

 

= 3 ∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡
𝜋

0

 

= 3 (∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ ∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡
𝜋

𝜋
2

) 

= 3 (∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

+ ∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

)  ※p. 118 の𝟓.より 

= 3 ∙ 2 ∫ sin2 𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 6 ∙
1

2
∙

𝜋

2
=

𝟑

𝟐
𝝅 

 

問 11 

（１）与式 = lim
𝜀→+0

∫
𝑑𝑥

√𝑥 + 1

0

−1+𝜀

 

= lim
𝜀→+0

[
~

2√𝑥 + 1
~

]
−1+𝜀

0

 

= lim
𝜀→+0

2(√1 − √−1 + 𝜀 + 1) 

= lim
𝜀→+0

2(1 − √𝜀) 

= 2(1 − 0) = 𝟐 

 



【別解】 

与式 = [
~

2√𝑥 + 1
~

]
−1

0

 

= 2(√1 − √0) 

= 2(1 − 0) = 𝟐 

 

（２）与式 = lim
𝜀→+0

∫
𝑑𝑥

√1 − 𝑥

1−𝜀

0

 

= lim
𝜀→+0

[
~

−2√1 − 𝑥
~

]
0

1−𝜀

 

= lim
𝜀→+0

{−2 (√1 − (1 − 𝜀) − √1)} 

= lim
𝜀→+0

{−2(√𝜀 − 1)} 

= −2(0 − 1) = 𝟐 

【別解】 

与式 = [
~

−2√1 − 𝑥
~

]
0

1

 

= −2(√0 − √1) 

= −2(0 − 1) = 𝟐 

 

（３）与式 = lim
𝜀→+0
𝜀′→+0

∫
𝑑𝑥

√4 − 𝑥2

2−𝜀′

−2+𝜀

 

= lim
𝜀→+0
𝜀′→+0

[sin−1
𝑥

2
]

−2+𝜀

2−𝜀′

 

= lim
𝜀→+0
𝜀′→+0

{sin−1
1

2
(2 − 𝜀′) − sin−1

1

2
(−2 + 𝜀)} 

= sin−1 1 − sin−1(−1) 

=
𝜋

2
− (−

𝜋

2
) = 𝝅 

【別解】 

与式 = [sin−1
𝑥

2
]

−2

2

 

= sin−1
2

2
− sin−1

−2

2
 

= sin−1 1 − sin−1(−1) 

=
𝜋

2
− (−

𝜋

2
) = 𝝅 

 

問 12 

与式 = lim
𝜀→+0

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 1

2

1+𝜀

 

= lim
𝜀→+0

[log |𝑥 + √𝑥2 − 1|]
1+𝜀

2

 

= lim
𝜀→+0

{log |2 + √22 − 1|

− log |1 + 𝜀 + √(1 + 𝜀)2 − 1|} 

= log(2 + √3) − log |1 + 0 + √12 − 1| 

= log(2 + √3) − log 1 

= 𝐥𝐨𝐠(𝟐 + √𝟑) 

 

問 13 

（１）与式 = lim
𝑏→∞

∫
𝑑𝑥

𝑥3

𝑏

1

 

= lim
𝑏→∞

[−
1

2𝑥2
]

1

𝑏

 

= lim
𝑏→∞

{
1

−2𝑏2
− (−

1

2
)} 

= 0 − (−
1

2
) =

𝟏

𝟐
 

【別解】 

与式 = [−
1

2𝑥2
]

1

∞

 

= 0 − (−
1

2
) =

𝟏

𝟐
 

（２）与式 = lim
𝑏→∞

∫ 𝑒−3𝑥𝑑𝑥
𝑏

0

 

= lim
𝑏→∞

[−
1

3
𝑒−3𝑥]

0

𝑏

 

= −
1

3
lim
𝑏→∞

(𝑒−3𝑏 − 𝑒0) 

= −
1

3
(0 − 1) =

𝟏

𝟑
 

【別解】 

与式 = [−
1

3
𝑒−3𝑥]

0

∞

 

= −
1

3
(0 − 𝑒0) 

= −
1

3
(0 − 1) =

𝟏

𝟑
 

（３）与式 = lim
𝑏→∞

𝑎→−∞

∫
𝑑𝑥

9 + 𝑥2

𝑏

𝑎

 

= lim
𝑏→∞

𝑎→−∞

[
1

3
tan−1

𝑥

3
]

𝑎

𝑏

 

=
1

3
lim
𝑏→∞

𝑎→−∞

(tan−1
𝑏

3
− tan−1

𝑎

3
) 



=
1

3
{
𝜋

2
− (−

𝜋

2
)} =

𝝅

𝟑
 

【別解】 

与式 = [
1

3
tan−1

𝑥

3
]

−∞

∞

 

=
1

3
{
𝜋

2
− (−

𝜋

2
)} =

𝝅

𝟑
 

 

問 14 

この点の𝑡秒後の座標を𝑥(𝑡)とすると 

𝑥(𝑡) = 10 + ∫ 12 cos (2𝑡 +
𝜋

6
) 𝑑𝑡

𝑡

0

 

= 10 + 12 [
1

2
sin (2𝑡 +

𝜋

6
)]

0

𝑡

 

= 10 + 6 {sin (2𝑡 +
𝜋

6
) − sin

𝜋

6
} 

= 10 + 6 sin (2𝑡 +
𝜋

6
) − 6 ∙

1

2
 

= 𝟕 + 𝟔 𝐬𝐢𝐧 (𝟐𝒕 +
𝝅

𝟔
) 

 

問 15 

（１）−𝑁′(𝑡)が𝑁(𝑡)に比例するので 

−𝑁′(𝑡) = 𝜆𝑁(𝑡) 

𝑁(𝑡)は原子の個数だから, 𝑁(𝑡) > 0なので, 

両辺を−𝑁(𝑡)で割ると 

𝑁′(𝑡)

𝑁(𝑡)
= −𝜆 

この両辺を𝑡で積分すると 

∫
𝑁′(𝑡)

𝑁(𝑡)
𝑑𝑡 = − ∫ 𝜆 𝑑𝑡 

log 𝑁(𝑡) = −𝜆𝑡 + 𝐶 

よって 

𝑁(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡+𝐶  

= 𝑒𝐶𝑒−𝜆𝑡 

𝑒𝐶は定数なので, これを𝐶′とおくと, 𝑁(𝑡) = 𝐶′𝑒−𝜆𝑡 

𝑡 = 0のとき, 𝑁(𝑡) = 𝑁0であるから 

𝑁0 = 𝐶′𝑒0 

𝑁0 = 𝐶′ 

よって, 𝑵(𝒕) = 𝑵𝟎𝒆−𝝀𝒕・・・① 

 

 

（２）𝑁(𝑡) =
1

2
𝑁0となる時刻を求めればよいので, 

これを①に代入して 

1

2
𝑁0 = 𝑁0𝑒−𝜆𝑡 

𝑁0 ≠ 0 であるから,   𝑒−𝜆𝑡 =
1

2
 

よって,   − 𝜆𝑡 = log
1

2
= − log 2 

したがって,   𝑡 =
𝐥𝐨𝐠 𝟐

𝝀
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


