
新微分積分Ⅱ改訂版 

２章 偏微分 

 

 

§1 偏微分法（p.30～p.44） 

問１ 

与えられた平面の方程式は, 3𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 − 5 = 0と 

かけるので, 法線ベクトルの 1 つは,  

(𝟑,   − 𝟐,   𝟏) 

※法線ベクトルはこの 1 つに限らず, このベクトルの 

実数倍されたベクトルはすべて法線ベクトルである. 

 

問２ 

（１）𝑦 = 0,（𝑥 ≧ 0）とすれば, 𝒛 = 𝟐𝒙 

よって, 求める曲面は, 𝒛𝒙平面上のこの曲線を, 

𝒛軸のまわりに回転してできる回転面である. 

 

 

 

 

 

 

 

（２）𝑦 = 0とすれば, 𝒛 = 𝒙𝟐（𝒙 ≧ 𝟎） 

よって, 求める曲面は, 𝒛𝒙平面上のこの曲線を, 

𝒛軸のまわりに回転してできる回転面である. 

 

 

 

 

 

 

 

（３）𝑦 = 0,   𝑥 ≧ 0 とすれば,   𝒛 =
𝟏

𝒙
（𝒙 > 𝟎） 

よって, 求める曲面は, 𝒛𝒙平面上のこの曲線を, 

𝒛軸のまわりに回転してできる回転面である. 

 

 

 

 

 

 

 

（４）𝑦 = 0とすれば, 𝒛 = √𝟒 − 𝒙𝟐（𝟎 ≦ 𝒙 ≦ 𝟐） 

よって, 求める曲面は, 𝒛𝒙平面上のこの曲線を, 

𝒛軸のまわりに回転してできる回転面である. 

 

 

 

 

 

 

 

問３ 

（１）𝑧𝑥 = 3 ∙ 1 ∙ 𝑦3 − 2 ∙ 4𝑥3𝑦2 

= 𝟑𝒚𝟑 − 𝟖𝒙𝟑𝒚𝟐 

𝑧𝑦 = 3𝑥 ∙ 3𝑦2 − 2𝑥4 ∙ 2𝑦 

= 𝟗𝒙𝒚𝟐 − 𝟒𝒙𝟒𝒚 

（２）𝑧𝑥 = cos 2𝑥 ∙ 2 ∙ cos 𝑦 

= 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒚 

𝑧𝑦 = sin 2𝑥 ∙ (− sin 𝑦) 

= − 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒚 

（３）𝑧𝑥 =
1

3𝑥 − 2𝑦
∙ 3 

=
𝟑

𝟑𝒙 − 𝟐𝒚
 

𝑧𝑦 =
1

3𝑥 − 2𝑦
∙ (−2) 

= −
𝟐

𝟑𝒙 − 𝟐𝒚
 

（４）𝑧𝑥 = 𝑒−3𝑦 ∙ (− sin 2𝑥 ∙ 2) 

= −𝟐𝒆−𝟑𝒚 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 

𝑧𝑦 = 𝑒−3𝑦 ∙ (−3) ∙ cos 2𝑥 

= −𝟑𝒆−𝟑𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 

（５）𝑧𝑥 =
3(𝑥 + 𝑦) − (3𝑥 − 5𝑦) ∙ 1

(𝑥 + 𝑦)2
 

=
3𝑥 + 3𝑦 − 3𝑥 + 5𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
=

𝟖𝒚

(𝒙 + 𝒚)𝟐
 

𝑧𝑦 =
−5(𝑥 + 𝑦) − (3𝑥 − 5𝑦) ∙ 1

(𝑥 + 𝑦)2
 

=
−5𝑥 − 5𝑦 − 3𝑥 + 5𝑦

(𝑥 + 𝑦)2
= −

𝟖𝒙

(𝒙 + 𝒚)𝟐
 



（６）𝑧𝑥 = 𝟐𝒆𝒚 

𝑧𝑦 = −2𝑦𝑒𝑦 + (2𝑥 − 𝑦2)𝑒𝑦 

= (𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 − 𝒚𝟐)𝒆𝒚 

 

問４ 

（１）𝑓𝑥(𝑥,   𝑦) = 3𝑥2 − 𝑦 

𝑓𝑦(𝑥,   𝑦) = −𝑥 + 3𝑦2 

これより 

𝑓𝑥(1,   2) = 3 ∙ 12 − 2 = 𝟏 

𝑓𝑦(1,   2) = −1 + 3 ∙ 22 = 𝟏𝟏 

（２）𝑓𝑥(𝑥,   𝑦) = 𝑒𝑥2+𝑦2
∙ 2𝑥 = 2𝑥𝑒𝑥2+𝑦2

 

𝑓𝑦(𝑥,   𝑦) = 𝑒𝑥2+𝑦2
∙ 2𝑦 = 2𝑦𝑒𝑥2+𝑦2

 

これより 

𝑓𝑥(1,   2) = 2 ∙ 1 ∙ 𝑒12+22
= 𝟐𝒆𝟓 

𝑓𝑦(1,   2) = 2 ∙ 2 ∙ 𝑒12+22
= 𝟒𝒆𝟓 

（３）𝑓𝑥(𝑥,   𝑦) = tan 𝜋𝑥 

𝑓𝑦(𝑥,   𝑦) = 𝑥 ∙
1

cos2 𝜋𝑦
∙ 𝜋 =

𝜋𝑥

cos2 𝜋𝑦
 

これより 

𝑓𝑥(1,   2) = tan 𝜋 = 𝟎 

𝑓𝑦(1,   2) =
𝜋

cos2 2𝜋
=

𝜋

1
= 𝝅 

（４）𝑓𝑥(𝑥,   𝑦) = 1√𝑥 + 4𝑦 + 𝑥 ∙
1

2√𝑥 + 4𝑦
 

=
2 ∙ (√𝑥 + 4𝑦)

2
+ 𝑥

2√𝑥 + 4𝑦
 

=
2(𝑥 + 4𝑦) + 𝑥

2√𝑥 + 4𝑦
 

=
2𝑥 + 8𝑦 + 𝑥

2√𝑥 + 4𝑦
=

3𝑥 + 8𝑦

2√𝑥 + 4𝑦
 

𝑓𝑥(𝑥,   𝑦) = 𝑥 ∙
1

2√𝑥 + 4𝑦
∙ 4 

=
2𝑥

√𝑥 + 4𝑦
 

これより 

𝑓𝑥(1,   2) =
3 ∙ 1 + 8 ∙ 2

2√1 + 4 ∙ 2
=

19

2√9
=

𝟏𝟗

𝟔
 

𝑓𝑦(1,   2) =
2 ∙ 1

√1 + 4 ∙ 2
=

2

√9
=

𝟐

𝟑
 

 

問５ 

（１）𝑓𝑥(𝑥,   𝑦,   𝑧) = 𝟐𝒙 

𝑓𝑦(𝑥,   𝑦,   𝑧) = −𝟐𝒚 − 𝒛 

𝑓𝑧(𝑥,   𝑦,   𝑧) = 𝟐𝒛 − 𝒚 

これより 

𝑓𝑥(1,   0,   1) = 2 ∙ 1 = 𝟐 

𝑓𝑦(1,   0,   1) = −2 ∙ 0 − 1 = −𝟏 

𝑓𝑧(1,   0,   1) = 2 ∙ 1 − 0 = 𝟐 

（２）𝑓𝑥(𝑥,   𝑦,   𝑧) =
𝟐

𝒛
 

𝑓𝑦(𝑥,   𝑦,   𝑧) = −
𝟏

𝒛
 

𝑓𝑧(𝑥,   𝑦,   𝑧) = −
𝟐𝒙 − 𝒚

𝒛𝟐
 

これより 

𝑓𝑥(1,   0,   1) =
2

1
= 𝟐 

𝑓𝑦(1,   0,   1) =
−1

1
= −𝟏 

𝑓𝑧(1,   0,   1) = −
2 ∙ 1 − 0

12
= −𝟐 

 

問６ 

（１）𝑧𝑥 = 4𝑥3 − 2𝑦 

𝑧𝑦 = −2𝑥 + 3𝑦2 

よって, 𝑑𝑧 = 𝑧𝑥𝑑𝑥 + 𝑧𝑦𝑑𝑦 

= (𝟒𝒙𝟑 − 𝟐𝒚)𝒅𝒙 + (𝟑𝒚𝟐 − 𝟐𝒙)𝒅𝒚 

（２）𝑧𝑥 =
1

cos2(𝑥 − 2𝑦)
 

𝑧𝑦 =
1

cos2(𝑥 − 2𝑦)
∙ (−2𝑦) = −

2𝑦

cos2(𝑥 − 2𝑦)
 

よって, 𝑑𝑧 = 𝑧𝑥𝑑𝑥 + 𝑧𝑦𝑑𝑦 

=
𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒙 − 𝟐𝒚)
𝒅𝒙 −

𝟐

𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒙 − 𝟐𝒚)
𝒅𝒚 

 

問７ 

𝑉 =
1

3
𝑥2𝑦であるから 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
=

2

3
𝑥𝑦 

𝜕𝑉

𝜕𝑦
=

1

3
𝑥2 

よって,   ∆𝑉 ≒
𝜕𝑉

𝜕𝑥
∆𝑥 +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
∆𝑦 

=
𝟐

𝟑
𝒙𝒚∆𝒙 +

𝟏

𝟑
𝒙𝟐∆𝒚 



問８ 

（１）𝑧𝑥 = 2𝑥, 𝑧𝑦 = 2𝑦 

これより, 𝑥 = 1, 𝑦 = 1のとき, 𝑧𝑥 = 2, 𝑧𝑦 = 2 

であるから, 求める接平面の方程式は 

𝑧 − 2 = 2(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 1) 

整理して 

𝑧 − 2 = 2𝑥 − 2 + 2𝑦 − 2 

𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 − 𝒛 = 𝟐 

（２）𝑧𝑥 = −
2

(𝑥2 + 𝑦2)2
∙ 2𝑥 = −

4𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2
 

𝑧𝑦 = −
2

(𝑥2 + 𝑦2)2
∙ 2𝑦 = −

4𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
 

𝑥 = 1, 𝑦 = −1のとき 

𝑧 =
2

12 + (−1)2
=

2

2
= 1 

また, 𝑧𝑥 = −1, 𝑧𝑦 = 1であるから, 

求める接平面の方程式は 

𝑧 − 1 = −1(𝑥 − 1) + 1{𝑦 − (−1)} 

整理して 

𝑧 − 1 = −𝑥 + 1 + 𝑦 + 1 

𝒙 − 𝒚 + 𝒛 = 𝟑 

 

問９ 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= cos 2𝑡 ∙ 2 = 2 cos 2𝑡 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= − sin 3𝑡 ∙ 3 = −3 sin 3𝑡 

よって,   
𝜕𝑧

𝜕𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

= 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒕
𝝏𝒛

𝝏𝒙
− 𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒕

𝝏𝒛

𝝏𝒚
 

 

問 10 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1(2𝑥 + 𝑦) − (𝑥 − 𝑦) ∙ 2

(2𝑥 + 𝑦)2
 

=
2𝑥 + 𝑦 − 2𝑥 + 2𝑦

(2𝑥 + 𝑦)2
=

3𝑦

(2𝑥 + 𝑦)2
 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

−1(2𝑥 + 𝑦) − (𝑥 − 𝑦) ∙ 1

(2𝑥 + 𝑦)2
 

=
−2𝑥 − 𝑦 − 𝑥 + 𝑦

(2𝑥 + 𝑦)2
=

−3𝑥

(2𝑥 + 𝑦)2
 

また,    
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑒𝑡 ,   

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑒−𝑡 

よって,   
𝜕𝑧

𝜕𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

=
3𝑦

(2𝑥 + 𝑦)2
𝑒𝑡 +

−3𝑥

(2𝑥 + 𝑦)2
(−𝑒−𝑡) 

=
3𝑦𝑒𝑡 + 3𝑥𝑒−𝑡

(2𝑥 + 𝑦)2
 

=
3𝑒−𝑡𝑒𝑡 + 3𝑒𝑡𝑒−𝑡

(2𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)2
 

=
3 + 3

(2𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)2
=

𝟔

(𝟐𝒆𝒕 + 𝒆−𝒕)𝟐
 

 

問 11 

𝑧𝑥 = 2𝑥, 𝑧𝑦 = 2𝑦 

𝑥𝑢 = 3, 𝑥𝑣 = 2, 𝑦𝑢 = 2, 𝑦𝑣 = −1 

よって 

𝑧𝑢 = 𝑧𝑥𝑥𝑢 + 𝑧𝑦𝑦𝑢 

= 2𝑥 ∙ 3 + 2𝑦 ∙ 2 

= 6𝑥 + 4𝑦 

= 6(3𝑢 + 2𝑣) + 4(2𝑢 − 𝑣) 

= 18𝑢 + 12𝑣 + 8𝑢 − 4𝑣 

= 𝟐𝟔𝒖 + 𝟖𝒗 

𝑧𝑣 = 𝑧𝑥𝑥𝑣 + 𝑧𝑦𝑦𝑣  

= 2𝑥 ∙ 2 + 2𝑦 ∙ (−1) 

= 4𝑥 − 2𝑦 

= 4(3𝑢 + 2𝑣) − 2(2𝑢 − 𝑣) 

= 12𝑢 + 8𝑣 − 4𝑢 + 2𝑣 

= 𝟖𝒖 + 𝟏𝟎𝒗 

 


