
新線形代数改訂版 

２章 行列 

 

 

§1 行列（p.69～p.70） 

練習問題 1-A 

1.  

（１）与式 = 2(
6 2 5
4 7 −1

) + (
3 4 −3
4 1 6

) − 3 (
4 8 7
1 3 2

) 

= (
12 4 10
8 14 −2

) + (
3 4 −3
4 1 6

) − (
12 24 21
3 9 6

) 

= (
12 + 3 − 12 4 + 4 − 24 10 + (−3) − 21
8 + 4 − 3 14 + 1 − 9 −2 + 6 − 6

) 

= (
𝟑 −𝟏𝟔 −𝟏𝟒
𝟗 𝟔 −𝟐

) 

（２）与式 = (
6 2 5
4 7 −1

) − 3 (
3 4 −3
4 1 6

) + 2 (
4 8 7
1 3 2

) 

= (
6 2 5
4 7 −1

) − (
9 12 −9
12 3 18

) + (
8 16 14
2 6 4

) 

= (
6 − 9 + 8 2 − 12 + 16 5 − (−9) + 14
4 − 12 + 2 7 − 3 + 6 −1 − 18 + 4

) 

= (
𝟓 𝟔 𝟐𝟖
−𝟔 𝟏𝟎 −𝟏𝟓

) 

 

2. 

（１）3𝑋 + 2𝐵 = 𝑋 + 6𝐴より 

3𝑋 − 𝑋 = 6𝐴 − 2𝐵 

2𝑋 = 6𝐴 − 2𝐵 

𝑋 = 3𝐴 − 𝐵 

= 3(
1 4
3 6
2 6

) − (
5 1
−3 1
1 4

) 

= (
3 12
9 18
6 18

) − (
5 1
−3 1
1 4

) 

= (
3 − 5 12 − 1

9 − (−3) 18 − 1
6 − 1 18 − 4

) 

= (
−𝟐 𝟏𝟏
𝟏𝟐 𝟏𝟕
𝟓 𝟏𝟒

) 

（２）𝑋 + 5𝐴 + 2𝐵 = 3(𝑋 + 3𝐴)より 

𝑋 + 5𝐴 + 2𝐵 = 3𝑋 + 9𝐴 

𝑥 − 3𝑋 = 9𝐴 − 5𝐴 − 2𝐵 

−2𝑋 = 4𝐴 − 2𝐵 

𝑋 = −2𝐴 + 𝐵 

= −2(
1 4
3 6
2 6

) + (
5 1
−3 1
1 4

) 

= (
−2 −8
−6 −12
−4 −12

) + (
5 1
−3 1
1 4

) 

= (
−2 + 5 −8 + 1

−6 + (−3) −12 + 1
−4 + 1 −12 + 4

) 

= (
𝟑 −𝟕
−𝟗 −𝟏𝟏
−𝟑 −𝟖

) 

 

3. 

（１）与式 = (
0 + 3 + 0 16 + 9 + 0 0 + 12 + 0
0 − 1 − 8 4 − 3 + 0 0 − 4 − 2
0 + 2 + 4 −8 + 6 + 0 0 + 8 + 1

) 

= (
𝟑 𝟐𝟓 𝟏𝟐
−𝟗 𝟏 −𝟔
𝟔 −𝟐 𝟗

) 

（２）与式 = (
24 + 20 0 + 16 8 + 20
3 − 25 0 − 20 1 − 25
12 − 5 0 − 4 4 − 5

) 

= (
𝟒𝟒 𝟏𝟔 𝟐𝟖
−𝟐𝟐 −𝟐𝟎 −𝟐𝟒
𝟕 −𝟒 −𝟏

) 

 

4. 

（１）3 ∙ 6 − (−2) ∙ (−9) = 0であるから, 正則でない. 

 

（２）1 ∙ 7 − 5 ∙ 2 = −3 ≠ 0であるから, 正則である. 

逆行列は 

(
1 5
2 7

)
−1

=
1

−3
(
7 −5
−2 1

) 

= −
𝟏

𝟑
(
𝟕 −𝟓
−𝟐 𝟏

) 

 

5. 

与えられた行列が正則であるための条件は, 

𝑎 ∙ 4 − (−2) ∙ 6 ≠ 0であるから, 4𝑎 + 12 ≠ 0 

すなわち, 𝒂 ≠ −𝟑 

このとき, 逆行列は 

(
𝑎 −2
6 4

)
−1

=
1

4𝑎 + 12
(
4 2
−6 𝑎

) 

=
𝟏

𝟒(𝒂 + 𝟑)
(
𝟒 𝟐
−𝟔 𝒂

) 

 

6. 

(
4 5
3 4

), (
0 1
1 −2

)はいずれも正則であるから, 



(
4 5
3 4

)
−1

=
1

16 − 15
(
4 −5
−3 4

) = (
4 −5
−3 4

) 

(
0 1
1 −2

)
−1

=
1

0 − 1
(
−2 −1
−1 0

) = (
2 1
1 0

) 

ここで, 与えられた等式の両辺に, 

左から(
4 5
3 4

)
−1

を, 右から(
0 1
1 −2

)
−1

をかけると 

(
4 5
3 4

)
−1

(
4 5
3 4

)𝐴 (
0 1
1 −2

) (
0 1
1 −2

)
−1

= (
4 5
3 4

)
−1

(
2 −4
1 0

) (
0 1
1 −2

)
−1

 

すなわち 

𝐸𝐴𝐸 = (
4 5
3 4

)
−1

(
2 −4
1 0

) (
0 1
1 −2

)
−1

 

𝐴 = (
4 −5
−3 4

) (
2 −4
1 0

) (
2 1
1 0

) 

= (
8 − 5 −16 + 0
−6 + 4 12 + 0

) (
2 1
1 0

) 

= (
3 −16
−2 12

) (
2 1
1 0

) 

= (
6 − 16 3 + 0
−4 + 12 −2 + 0

) 

= (
−𝟏𝟎 𝟑
𝟖 −𝟐

) 

 

7.  かける順番に注意して展開する. 

左辺 = 𝐴𝐴 − 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 − 𝐵𝐵 

= 𝐴2 − 𝐵2 − 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 

これが右辺と等しくなるための条件は, 

−𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 = 0 

したがって, 𝑨𝑩 = 𝑩𝑨 

 

練習問題 1-B 

1. 

𝑋 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)とすると 

𝑋2 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) = (𝑎
2 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑
𝑐𝑎 + 𝑑𝑐 𝑐𝑏 + 𝑑2

) 

= (
𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑏(𝑎 + 𝑑)

𝑐(𝑎 + 𝑑) 𝑏𝑐 + 𝑑2
) 

 

よって, 𝑋2 = (
1 0
0 4

)となるためには 

{
  
 

  
 𝑎

2 + 𝑏𝑐 = 1   ・・・①

𝑏(𝑎 + 𝑑) = 0 ・・・②

𝑐(𝑎 + 𝑑) = 0 ・・・③

𝑏𝑐 + 𝑑2 = 4   ・・・④

 

④より, 𝑏𝑐 = 4 − 𝑑2 

①に代入して, 𝑎2 + (4 − 𝑑2) = 1 

すなわち, 𝑎2 − 𝑑2 = −3 

これより 

(𝑎 + 𝑑)(𝑎 − 𝑑) = −3であるから, 𝑎 + 𝑑 ≠ 0 

②, ③において, 𝑎 + 𝑑 ≠ 0より, 𝑏𝑐 = 0 

①, ④に代入して, 𝑎2 = 1, 𝑑2 = 4 

すなわち, 𝑎 = ±1, 𝑑 = ±2 

以上より 

𝑿 = (
𝟏 𝟎
𝟎 𝟐

), (
𝟏 𝟎
𝟎 −𝟐

), (
−𝟏 𝟎
𝟎 𝟐

), (
−𝟏 𝟎
𝟎 −𝟐

) 

 

2. 

（１）𝐴2 = (
1 𝑎
𝑏 𝑐

) (
1 𝑎
𝑏 𝑐

) = (
1 + 𝑎𝑏 𝑎 + 𝑎𝑐
𝑏 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏 + 𝑐2

) 

また, 3𝐴 = (
3 3𝑎
3𝑏 3𝑐

)であるから 

{
  
 

  
 1 + 𝑎𝑏 = 3      

𝑎 + 𝑎𝑐 = 3𝑎   

𝑏 + 𝑏𝑐 = 3𝑏   

𝑎𝑏 + 𝑐2 = 3𝑐  

 

整理すると 

{
  
 

  
 𝑎𝑏 = 2                   ・・・①

𝑎(𝑐 − 2) = 0        ・・・②

𝑏(𝑐 − 2) = 0        ・・・③

𝑎𝑏 + 𝑐2 − 3𝑐 = 0・・・④

 

𝑎, 𝑏は正の整数であるから, ①より, 

(𝑎,   𝑏) = (1,   2), または, (𝑎,   𝑏) = (2,   1)・・・⑤ 

また, ①を④に代入すると 

𝑐2 − 3𝑐 + 2 = 0 

(𝑐 − 1)(𝑐 − 2) = 0 

よって, 𝑐 = 1, 2 

𝑐 = 1を②, ③に代入すると, 

−𝑎 = 0, −𝑏 = 0となり, ⑤に矛盾する. 



𝑐 = 2のとき, ②, ③は任意の𝑎, 𝑏について成り立つ. 

以上より, (𝒂,   𝒃,   𝒄) = (𝟏,   𝟐,   𝟐), (𝟐,   𝟏,   𝟐) 

（２）𝐴2 = 3𝐴を利用して 

𝐴𝑛 = 𝐴𝑛−2𝐴2 = 𝐴𝑛−2 ∙ 3𝐴 

= 3𝐴𝑛−1 

= 3𝐴𝑛−3𝐴2 = 3𝐴𝑛−3 ∙ 3𝐴 

= 32 = 𝐴𝑛−2 

= ⋯ 

= 𝟑𝒏−𝟏𝑨 

【別解】 

𝐴2 = 3𝐴より, 𝐴3 = 3𝐴2 = 3 ∙ 3𝐴 

= 32𝐴 

𝐴3 = 32𝐴より, 𝐴4 = 3𝐴3 = 3 ∙ 3𝐴2 

= 33𝐴 

よって, 𝐴𝑛 = 3𝑛−1𝐴・・・①と推測できるので, 

これを数学的帰納法によって証明する. 

[1]𝑛 = 1のとき 

左辺 = 𝐴1 = 𝐴, 右辺 = 30𝐴 = 𝐴 

よって, 𝑛 = 1のとき, ①は成り立つ. 

[2]𝑛 = 𝑘のとき, ①が成り立つと仮定する. 

𝐴𝑘 = 3𝑘−1𝐴 

𝑛 = 𝑘 + 1のとき 

𝐴𝑘+1 = 3𝑘+1𝐴𝐴 

= 3𝑘−1𝐴2 

= 3𝑘−1 ∙ 3𝐴 

= 3𝑘𝐴 = 3(𝑘+1)−1𝐴 

よって, 𝑛 = 𝑘 + 1のときも①が成り立つ. 

[1], [2]から, すべての自然数𝑛について①が成り立つ. 

以上より, 𝐴𝑛 = 𝟑𝒏−𝟏𝑨 

 

3. 

（１）左辺 =
1

cos2 𝜃 − (− sin2 𝜃)
(
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

) 

= (
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

) 

右辺 = (
cos(−𝜃) − sin(−𝜃)

sin(−𝜃) cos(−𝜃)
) 

= (
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

) 

よって, 左辺 = 右辺 

 

（２）三角関数の加法定理を用いる. 

左辺 = (
cos(𝛼 + 𝛽) − sin(𝛼 + 𝛽)

sin(𝛼 + 𝛽) cos(𝛼 + 𝛽)
) 

= (
cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽 −(sin 𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽)

sin 𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽 cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽
) 

= (
cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽 − sin 𝛼 cos 𝛽 − cos 𝛼 sin 𝛽
sin 𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽 cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽

) 

右辺 = (
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

) (
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

) 

= (
cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽 − sin 𝛼 cos 𝛽 − cos 𝛼 sin 𝛽
sin 𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽 cos 𝛼 cos 𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽

) 

よって, 左辺 = 右辺 

 

4. 

𝐴は正則なので, 逆行列𝐴−1が存在して, 

𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐸 

𝐴 
𝑡 に, 右から (𝐴−1) 

𝑡 をかけると 

𝐴 
𝑡 (𝐴−1) 
𝑡 = (𝐴−1𝐴) 

𝑡  

= 𝐸 
𝑡 = 𝐸 

𝐴 
𝑡 に, 左から (𝐴−1) 

𝑡 をかけると 

(𝐴−1) 
𝑡 𝐴 

𝑡 = (𝐴𝐴−1) 
𝑡  

= 𝐸 
𝑡 = 𝐸 

よって, 𝐴 
𝑡 (𝐴−1) 
𝑡 = (𝐴−1) 

𝑡 𝐴 
𝑡 = 𝐸であるから, 

𝐴 
𝑡 は正則であり, 逆行列は (𝐴−1) 

𝑡 となるので, 

( 𝐴 
𝑡 )−1 = (𝐴−1) 

𝑡  

 

5. 背理法を用いて証明する. 

𝐴は正則であると仮定すると, 逆行列𝐴−1が存在して 

𝐴𝐴−1 = 𝐸となる. 

𝐴𝑛 = 𝑂の両辺に, 右から(𝐴−1)𝑛をかけると 

𝐴𝑛(𝐴−1)𝑛 = 𝑂(𝐴−1)𝑛 

ここで 

左辺 = (𝐴𝐴⋯𝐴)⏟      

𝑛個

(𝐴−1𝐴−1⋯𝐴−1)⏟          

𝑛個

 

= 𝐴𝐴⋯𝐴⏟    

(𝑛−1)個

(𝐴𝐴−1) 𝐴−1𝐴−1⋯𝐴−1⏟        

(𝑛−1)個

 

= 𝐴𝐴⋯𝐴⏟    

(𝑛−1)個

𝐸 𝐴−1𝐴−1⋯𝐴−1⏟        

(𝑛−1)個

 

= 𝐴𝐴⋯𝐴⏟    

(𝑛−1)個

𝐴−1𝐴−1⋯𝐴−1⏟        

(𝑛−1)個

 

= ⋯ 

= 𝐴𝐴−1 = 𝐸 

また, 右辺 = 𝑂であるから, 𝐸 = 𝑂となり, これは 

仮定に矛盾する. よって, 行列𝐴は正則でない. 



6. 

（１）与式 = 𝐸(𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛−1) 

−𝐴(𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛−1) 

= (𝐸2 + 𝐸𝐴 + 𝐸𝐴2 +⋯+ 𝐸𝐴𝑛−1)

− (𝐴𝐸 + 𝐴2 + 𝐴3 +⋯+ 𝐴𝑛) 

= (𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛−1)

− (𝐴 + 𝐴2 + 𝐴3 +⋯+ 𝐴𝑛) 

= 𝐸 − 𝐴𝑛 = 𝐸 − 𝑂 = 𝑬 

 

（２）与式 = (𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛−1)𝐸 

−(𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛−1)𝐴 

= (𝐸2 + 𝐴𝐸 + 𝐴2𝐸 +⋯+ 𝐴𝑛−1𝐸)

− (𝐸𝐴 + 𝐴2 + 𝐴3 +⋯+ 𝐴𝑛) 

= (𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛−1)

− (𝐴 + 𝐴2 + 𝐴3 +⋯+ 𝐴𝑛) 

= 𝐸 − 𝐴𝑛 = 𝐸 − 𝑂 = 𝑬 

 

（３）𝐸 + 𝐴 + 𝐴2 +⋯+ 𝐴𝑛−1 = 𝐵とおけば, 

（１）,（２）より 

(𝐸 − 𝐴)𝐵 = 𝐵(𝐸 − 𝐴) = 𝐸 

よって, 𝐸 − 𝐴は正則であり, 逆行列は 

(𝐸 − 𝐴)−1 = 𝐵 = 𝑬 + 𝑨 + 𝑨𝟐 +⋯+ 𝑨𝒏−𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


